PRAVDĚPODOBNOST

1. Kombinatorika

Je oblast matematiky, která se zabývá výběrem prvků z množin s definovanou strukturou. Otázky, které řeší, se týkají počtu nějakých objektů s danou strukturou (vybíráme něco z něčeho, např. všechny čtyřmístná čísla, jejichž první číslo je dvě ze všech čísel). Slouží k tomu tyto metody: 
Kombinace – nezáleží na pořadí – bez opakování 
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S opakováním 
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Variace – záleží na pořadí – bez opakování 
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Permutace – speciální případ variací bez opakování, kdy n=k pak 
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2. Náhodný jev

může nastat nebo nemusí. Konáme-li pokus má splnění určitého souboru podmínek za následek výskyt jevu (zahřátí ledu – > voda). Takový pokus je deterministický. Pokud nemůžeme dopředu odhadnout chování experimentu je výsledek náhodným jevem (padne na kostce šestka? Může a nemusí) Náhodné jevy značíme velkými písmeny. Jeho pravděpodobnost P. Pokud P(A)=Ө , jde o jev nemožný a nenastane nikdy. Pokud P(Ω)=1 jde o jev jistý, nastane vždy. 

Operace: Sjednocení (A u B) … nastane A nebo B; Průnik (A ∩ B) … nastane A i B zároveň. 
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 opačný jev k A nastane tehdy, nenastane-li jev A. Platí A ∩  
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3. Klasická (Laplacevská) definice
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, kde m je počet všech výsledků (kolikrát hodíme kostkou) a m(A) je počet výsledků příznivých jevu A (padla šestka). Musíme mít skutečný počet výsledků, pro nekonečně velká m teorie nedostačuje. STATISTICKÁ DEFINICE 
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n(A) …četnost jevu, P je pak poměrná (relativní) četnost jevu. Čím je větší n, tím více se P blíží ke skutečné pravděpodobnosti jevu A.

AXIOMATICKÁ (KOLMOGOROVA) DEFINICE: 1933. Založená na axi…???? Nad množinou jež je vybavena σ-algebrou. Má konečnou množinu (jevové pole), jež obsahuje prvky (elementární jevy) a průniky a sjednocení těchto jevů.

4. Podmíněná pravděpodobnost

= pravděpodobnost jevu A za podmínky, že nastal jev B se vypočte jako 
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5. Věta o úplné pravděpodobnosti

Pro systém disjunktních jevů B1,B2,…Bk takových, že 
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 platí: 
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Př. Výrobci dodají první 50%, druhý 30%, třetí 20% výrobků. Vadných je u prvního 25%, u druhého 20%, u třetího 10%. Kolik jich je vadných v celé produkci?

Řešení: P(B1)=0,5 ; P(B2)=0,3 ; P(B3)=0,2 ; P(A/B1)=0,25 .0,5 = 12,5 %; P(A/B2)=0,2 . 0,3 = 6%; P(A/B3)=0,2 . 0,1 = 2%. P(A) = 0,125 . 0,5 + 0,06 . 0,3 + 0,2 . 0,02 = 0,205 = 20,5%

6. Bayesova věta – podává výpočet aposteriorní pravděpodobnosti. Uvažujeme systém disjunktních jevů B1…Bk takových, že 
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j = 1, …, k
7. Nezávislost náhodných jevů

Výskyt jevu A neovlivňuje výskyt jevu B (Padne šestky na 1. a 2. kostce – ANO, vznik náledí a výskyt nehod – NE) Nezávislost dvou jevů: 
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 tedy pro nezávislé jevy je podmíněná pravděpodobnost rovna nepodmíněné.

8. Diskrétní náhodná veličina

Diskrétní je takové náhodná veličina, která může nabývat konečně nebo spočetně mnoho hodnot (v praxi často počet). Diskrétní: počet ok na kostce, počet nehod. Spojitá – může nabývat všech hodnot z nějakého intervalu: doba výdrže baterie, průtok v řece, chyba měření. Chování náhodné veličiny je dáno rozdělením pravděpodobnosti. U diskrétní veličiny je dáno výčtem hodnot, kterých může veličina nabývat a pravděpodobnosti s jakými se jednotlivé hodnoty objeví.
Př. Veličina X označuje počet líců ve třech po sobě jdoucích hodech mincí:

	x
	0
	1
	2
	3

	P(X=x)
	1/8
	3/8
	3/8
	1/6
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9. Charakteristiky náhodné veličiny

Střední hodnota 
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. Rozptyl (variabilita) 
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Směrodatná odchylka 
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10. Binomické rozdělení pravděpodobnosti

Slouží k určení rozložení pro malý počet prvků 
[image: image26.wmf])
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11. Poissonovo rozdělení 

Pro velký počet prvků (Binomické k němu konverguje) 
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12. Spojitá náhodná veličina

Může nabývat libovolné hodnoty z intervalu. Tedy, že 
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,  tj. zda je např. výška člověka mezi 170 ÷190 cm.
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 funkce hustoty pravděpodobnosti. Funkci f(x) se říká hustota pravděpodobnosti a platí pro ni: 
[image: image30.wmf]ò

¥

¥

-

=

1

)

(

dx

x

f




13. Charakteristiky spojité náhodné veličiny

Nejvýznamnější charakteristikou je střední hodnota, která udává polohu hodnot náhodné veličiny. Je definována: 
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Rozptýlení náhodné veličiny vyjadřuje rozptyl: 
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Odmocnině z rozptylu se říká směrodatná odchylka.
14. Kvantil

Horním 100.p% kvantilem náhodné veličiny X nazveme takové čísl  up takové, že pro dané P(0<p<1) platí: P(X>up)=p. Např. 1% horním kvantilem průtoku v řece je stoletá voda,

Dolní 100.p% kvantilem náhodné veličiny X nazveme číslo vp takové, že pro dané P(0<p<1) platí:  P(X>vp)=p. Zřejmě vp = u1-p. Horní resp. dolní 50% kvantit se nazývá medián.

15. Rovnoměrné rozdělení 

Na intervalu <α;β> . Pro hustotu platí: 
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16. Exponenciální rozdělení
E(δ), kde δ>0 tehdy, pokud hustota: 
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        = 0 
pro x<=0

E(x) = δ
var(x) = δ2
17. Normální rozdělení

N(μ,σ2) : 
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þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

-

-

=

2

2

2

)

(

1

2

2

.

2

1

)

;

;

(

s

m

ps

s

m

x

e

x

f


E(x)=μ

D(x)= δ2
Nelze analyticky integrovat, proto tabelované tzv. standardní normální rozdělení s μ =0 a δ2=1, na které musíme tu naši funkci přepočítat: 
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18. rozdělení χ2 (chí-kvadrát)
Má parametr ν (počet stupňů volnosti). Máme-li posloupnost náhodných veličin x1, x2, …, xn se stejným normálním rozdělením N(0;1), pak náhodná veličina X, 
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 se řídí χ2 rozdělením a ν stupních volnosti.

Rozdělení t( Studentovo rozdělení) je symetrické kolem nuly, jediný parametr ν 
[image: image41.wmf]Î

R. Máme-li dvě veličiny, z nichž U se řídí normálním rozdělením N(0;1) a druhá V se řídí χ2 rozdělením o ν stupních volnosti, pak náhodná veličina X, 
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 se řídí t rozdělením o ν stupních volnosti. Horní kvantity χ2 a t rozdělení jsou v tabulkách, používají se pro určení intervalů spolehlivosti a pro testování statistických hypotéz.
19. Náhodný vektor

Výsledkem náhodného pokusu je n-tice reálných čísel X=(X1, …, Xn), , např. tři souřadnice hmotnách bodů. Pokud všechny souřadnice diskrétní => diskrétní náhodný vektor, který má vícerozměrné diskrétní rozdělení, dané výčtem všech vektorů, kterých může veličina nabývat a jejich pravděpodobností. Marginální rozdělení – s menším počtem souřadnic ( TOHLE VEDE NA VÍCEROZMĚRNÉ INTEGRÁLY)

20. Charakteristiky rozdělení náhodného vektoru

Diskrétní rozdělení: 
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Spojité rozdělení: 
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Kovarianční matice 
[image: image45.wmf]å
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σij…kovatiance náhodných veličin xi, xj, značí se cov(xi, xj)
21. Pro diskrétní: 
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 pro spojité je to stejně. Normujeme-li kovarianční matici směrodatnými odchylkami xi a  xj, získáme korelační koeficient: 
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22. Nezávislost náhodných veličin

Dvě náhodné veličiny jsou nezávislé jestliže realizace jedné neovlivní výsledek realizace druhé 
[image: image48.wmf])
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. 
V obou případech E(XY)=E(X)E(Y) a tedy cov(X,Y) = 0.

23. Vícerozměrné normální rozdělení

Náhodný vektor X = (X1,…,Xn)´ má vícerozměrné normální rozdělení s parametry μ a ∑, jestliže sdružená hustota má tvar 
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 kde μ je reálný vektor, ∑ symetrická, pozitivně definitní matice (střední hodnota vektoru x je μ a kovarianční matice je ∑). Speciálním případem je dvojrozměrné normální rozdělení. σ1 >0, σ2 > 0, ρ
[image: image50.wmf]Î

 R1 vztahy σ11 = σ12, σ22 = σ22  a σ12 = σ21 = ρ σ1σ2 , kde ρ = corr(X1,X2). Pokud X1,X2 jsou náhodné veličiny je hustota náhodného vektoru (X1,X2)´ dána :
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24. Centrální limitní věta

Nechť X1,…Xn  jsou nezávislé stejně rozdělené veličiny se střední hodnotou E(x)=μ a rozptylem D(x) = σ2, pro které  platí, že 
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 přibližně normální rozdělení N(μ, σ2/n) a aritmetický průměr 
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STATISTIKA

1. Náhodný výběr 
Opakujeme-li n-krát nezávisle po sobě pokus za stejných podmínek, získáme náhodný výběr(X,…X), jehož všechny složky mají stejné rozdělení. Jde o tzv. náhodný výběr o rozsahu u z určitého rozdělení. Funkci u proměnných  Tu = T(x1,…xn) říkáme statistika. Jde o určité charakteristiky výběru.

2. Náhodný výběr a jeho statistiky

Nejpoužívanější je  výběrový průměr  
[image: image56.wmf]å
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 Nazývá se též první výběrový obecný moment. Je to míra polohy dat(graf). 
Výběrový rozptyl = druhý výběrový centrální moment určuje míru rozptýlenosti dat 
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Odmocnina z 
[image: image58.wmf]2
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 je výběrová směrodatná odchylka.

3. Uspořádaný výběr

Je vektor výběru uspořádaný podle velikosti, tj. x(1)<x(2)<x(n). Pak X(i), i = 1,..,n je i –tá  pořádková statistika. Výběrový medián je taková konstanta, že 50% pozorování je menší než tato hodnota a 50% větších (medián dělí soubor na 2 poloviny). 

Platí: 
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pro n sudé
Hodnotě pro kterou platí, že 100p% pozorování je menších než tato hodnota a 100(1-p)% je větších, říkáme dolní výběrový kvantil( horní je definován obráceně). Horní i dolní kvantil 50% kvantil je medián, že 25% dolního výběrový kvantil se nazývá dolní 25% výběrový KVARTIL. Podobně definujeme horní kvartil. Rozdíl mezi horním a dolním kvartilem se nazývá mezikvartilové rozpětí.
4. Přehled běžně užívaných statistik

5. Krabicový graf
6. Bodový odhad
Známe typ rozdělení pravděpodobnosti a na základě realizace náhodného výběru (x1,…xn) chceme odhadnout jeho parametry.  Tímto odhadem je funkce Tu = T(x1,…xn), po dosazení  Xi=xi. Tuto hodnotu prohlásíme za BODOVÝ ODHAD PARAMETRU. Nestranný odhad je takový, u kterého je kolísání odhadované hodnoty kolem skutečné je minimální. Maximálně věrohodný odhad spočívá v maximalizaci funkce rozhodnosti  L(0,x1,…xn). 

7. Bodové odhady parametrů pro vybrané typy rozdělení
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Tabulka 21.




8. Intervaly spolehlivosti 

Mějme např. výsledky měření délky. Chceme zapsat interval, ve kterém bude např. 95% nebo 99% všech těchto měření (pouze 5 nebo 1% jsou velmi „ulítlé“ hodnoty). Pokud známe variabilitu σ2, pak tento interval bude ???
Např. máme-li vypočítat 95%-ní interval, je α=1-0,95=0,05 a α/2= 0,025. Neznáme-li σ2 , ale pouze jeho odhad …, je zapotřebí použít t rozdělení o n-1 stupních volnosti: 
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9. Testování hypotéz
Statistické hypotézy jsou tvrzení, jež se týkají rozdělení náhodných veličin. Tyto hypotézy mohou tvrdit, že se parametr tohoto rozdělení nachází v nějaké množině nebo že se náhodná veličina řídí určitým rozdělením. Volíme tzv. nulovou hypotézu, kterou buď vyvrátíme nebo potvrdíme na jisté hladině významnosti.
10. Testy pro parametr alternativního rozdělení A(p)
	Nulová hypotéza H0
	Alternativa H1
	Testovací statistika
	Zamítací pravidlo

	P = p0
	P ≠ p0
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	P = p0
	P > p0
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	P = p0
	P < p0
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15. Test  chí kvadrát dobré schody

Test χ2 dobré schody se používá ke zjištění , zda je model zvolený pro experimentální data vhodný (mám data, o kterých si myslím, že se řídí normálním  rozdělením. Pokud mi to v tomto testu vyjdou podobné hodnoty, jako jsou horní kvantily  χ2, můj názor je správný.) POSTUP:  porovnávám empirické(naměřené) hodnoty s hodnotami, které  předpoví mnou zvolený model. Pro obě hodnoty určíme hodnotu χ2 a tyto porovnáváme. Jsou-li blízké, zvolený model je správný.
16. Lineární regrese s jednou vysvětlující proměnnou

Úkolem je najít regresní funkci f, známe-li n dvojic (x1,y1) …(xn,yn), kde hodnoty xi je hodnota nezávislé vysvětlující proměnné xi a hodnotu yi je hodnotou závislé, vysvětlované proměnnéYi, přičemž předpokládáme, že Yi=f(xi)+ei, kde ei je i-tá náhodná chyba. Pokud má regresní funkce tvar f(x)= bo+b1x jde o lineární regresi.
17. Metoda nejmenších čtverců

18. Kvadratická regrese

Metoda proložení paraboly naměřenými body a jedna z metod, jak to udělat je MNČ.

19. Časová řada s deterministickým trendem a nezávislými chybami

Časová řada = posloupnost  náhodných veličin x1, x2, …xn, kde jejich indexem je čas. Úkolem statistické analýzy je najít vnitřní mechanismus, kterým se časový vývoj řídí a předpovědět chování v následujícím období. Deterministická časová řada má nenáhodnou (deterministickou) složku, na níž jsou superponovány (znamená, že jednak je tam nějaký trend (dejme tomu že třeba spotřeba vody jde lineárně nahoru) a kromě toho tam jsou nějaké chyby) fluktuace (v nejjednodušším případě je to posloupnost nezávislých veličin
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20. Statistické modelování

V mnohých úlohách týkajících se vyšetřování vlastností stavebních konstrukcí, ve kterých jsou sledované parametry náhodné veličiny nebo náhodné procesy, je velmi obtížné najít analytické řešení. Např. vyšetřování únavové pevnosti namáhaných částí konstrukce při náhodném dynamickém zatížení (= přejezdy vozidel po mostních konstrukcích). Jednou z možností, jak získat informace o náhodné reakci lze a její spolehlivosti, danou úlohu simulovat. Schéma simulační úlohy: 

1. sestavit matematický model adekvátní reálné situaci.

2. připravit plán experimentu a generovat náhodnou složku, která vstupuje do modelu

3. dosadit do matematického modelu a zjistit výstupní hodnoty

4. zpracovat a interpretovat výsledky

Simulační metody modelují reálné jevy náhodné povahy.

21. Metody Monte Carlo

22. Generátory náhodných čísel
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