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Limita funkce – definice
Funkce f má v bodě a limitu L, jestliže k libovolně zvolenému okolí bodu L existuje okolí bodu a tak, že pro všechna x ≠ a z tohoto okolí náleží hodnoty f(x) zvolenému okolí bodu L.
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· Funkce f má v bodě a nejvýše jednu limitu.

· Funkce f je spojitá v bodě a právě tehdy, když 
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Funkce f má v bodě a limitu L zleva, jestliže ke každému ε‑​okolí bodu L existuje levé δ‑okolí bodu a tak, že pro všechna x ≠ a z levého okolí bodu a patří funkční hodnota f(x) do ε‑​okolí bodu L.
Funkce f má v bodě a limitu L zprava, jestliže ke každému ε‑​okolí bodu L existuje pravé δ‑okolí bodu a tak, že pro všechna x ≠ a z pravého okolí bodu a patří funkční hodnota f(x) do ε‑​okolí bodu L.

· Limita funkce f v bodě a existuje, právě když existují v bodě a limity zprava a zleva a jsou si rovny. Potom se limita funkce f v bodě a rovná společné hodnotě limit zprava a zleva.
Věty o výpočtu limit

Věta o limitě dvou funkcí. Jestliže 
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Věta o třech limitách. Jestliže 
[image: image8.wmf]}

{

)

,

(

a

a

U

x

-

Î

"

d

 platí 
[image: image9.wmf])

(

)

(

)

(

x

h

x

g

x

f

£

£

 a současně 
[image: image10.wmf]L

x

h

x

f

a

x

a

x

=

=

®

®

)

(

lim

)

(

lim

, potom existuje také limita funkce g v bodě a a platí 
[image: image11.wmf]L

x

g

a

x

=

®

)

(

lim

.
Jestliže 
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Limita v nevlastním bodě

Funkce f má v nevlastním bodě +∞ limitu L, jestliže ke každému 
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patří funkční hodnota f(x) do okolí 
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Funkce f má v nevlastním bodě -∞ limitu L, jestliže ke každému 
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[image: image23.wmf]0

x

, že pro všechna 
[image: image24.wmf]0

x

x

<
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Nevlastní limita v nevlastním bodě
Funkce f má v nevlastním bodě +∞ nevlastní limitu +∞, jestliže ke každému číslu K existuje číslo 
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Funkce f má v nevlastním bodě +∞ nevlastní limitu -∞, jestliže ke každému číslu K existuje číslo 
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Funkce f má v nevlastním bodě -∞ nevlastní limitu +∞, jestliže ke každému číslu K existuje číslo 
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Funkce f má v nevlastním bodě -∞ nevlastní limitu -∞, jestliže ke každému číslu K existuje číslo 
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Spojitost funkce – definice

Funkce f je spojitá v bodě a, jestliže k libovolně zvolenému okolí bodu f(a) existuje takové okolí bodu a, že pro všechna x z okolí bodu a patří hodnota f(x) do zvoleného okolí bodu f(a).

Funkce f je v bodě a spojitá zprava, jestliže ke každému ε > 0 existuje takové δ > 0, že nerovnost 
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 je splněna pro všechna x z intervalu 
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Funkce f je v bodě a spojitá zleva, jestliže ke každému ε > 0 existuje takové δ > 0, že nerovnost 
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Funkce f je spojitá v bodě a, právě když je v bodě spojitá zleva i zprava.

Funkce je spojitá v otevřeném intervalu (a,b), je-li spojitá v každém bodě tohoto intervalu.

Funkce je spojitá v uzavřeném intervalu 
[image: image42.wmf]b

a

,

, je-li spojitá v (a,b) a v bodě a je spojitá zprava a v bodě b je spojitá zleva.

Souvislost mezi spojitostí a limitou funkce

Funkce f je spojitá v bodě a právě tehdy, když 
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Základní vlastnosti spojitých funkcí

Věta Weierstrassova. Je-li funkce spojitá v uzavřeném intervalu 
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Z Weierstrassovy věty vyplívá, že funkce spojitá v uzavřeném intervalu 
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 je v tomto bodě omezená a nabývá alespoň v jednom bodě maximum a alespoň v jednom bodě minimum.

Věta Balzanova-Weierstrassova. Je-li funkce f spojitá v 
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Je-li funkce f spojitá v 
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 a mají-li čísla  f(a) a f(b) různá znaménka, tj, 
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Inversní, exponenciální a logaritmická funkce
Funkce 
[image: image61.wmf]x

a

y

f

=

:

 a 
[image: image62.wmf]x

y

g

a

log

:

=

 jsou spojité v každém bodě svého definičního oboru.
Funkce 
[image: image63.wmf]N

n

x

y

h

n

Î

=

,

:

, je pro n liché v R a pro n sudé je spojitá v intervalu 
[image: image64.wmf](

)

+¥

,

0


Derivace funkce – definice
Mějme funkci f definovanou v jistém okolí bodu 
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Funkce f má v intervalu (a,b) derivaci, jestliže má derivaci v každém bodě 
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Má-li funkce f v bodě 
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Funkce f má v intervalu 
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 derivaci, jestliže má derivaci v každém bodě 
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 a v bodě a má derivaci zprava a v bodě b má derivaci zleva.
Geometrický význam derivace
Derivace má geometrickou interpretaci, udává směrnici tečny grafu funkce f v bodě 
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· Je-li křivka grafem funkce 
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Souvislost mezi derivací a spojitostí funkce
Má-li funkce f v bodě 
[image: image78.wmf]0
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derivaci, je v tomto bodě spojitá. 
!Obráceně věta neplatí. 
Tedy funkce, která je bodě 
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Věty o určování derivací
Funkce f má v intervalu (a,b) derivaci, jestliže má derivaci v každém bodě 
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Funkce f má v intervalu 
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Jestliže funkce u(x), v(x) mají v bodě 
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Jestliže funkce z = g(x) má derivaci v bodě 
[image: image90.wmf]0
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a jestliže funkce y = f(z) má derivaci v bodě 
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Derivace složené funkce
Jestliže funkce z = g(x) má derivaci v bodě 
[image: image95.wmf]0
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[image: image96.wmf])

(

0

0

x

g

z

=

, má složená funkce 
[image: image97.wmf]))

(

(

0

x

g

f

y

=

 derivaci v bodě 
[image: image98.wmf]0

x

 a platí 
[image: image99.wmf][

]

).

(

))

(

(

))

(

(

0

0

0

x

g

x

g

f

x

g

f

¢

×

¢

=

¢


Derivace inverzní funkce
Pokud jsou f(x) i f−1(x) obě diferencovatelné, pak tehdy, kdy Δx ≠ 0 pokud Δy ≠ 0, platí 
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Věta o střední hodnotě diferenciálního počtu
Rollova věta: Existuje-li funkce f(x), která je spojitá na intervalu 
[image: image102.wmf]b
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, má derivaci v každém bodě intervalu (a,b) a platí f(a) = f(b), pak existuje alespoň jeden bod 
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. Pokud jsou splněny podmínky Rollovy věty, pak v intervalu (a,b) existuje alespoň jeden bod, v němž je tečna k funkci f(x) rovnoběžná s osou x.
Lagrangeova věta: Máme-li funkci f(x), která je spojitá na intervalu 
[image: image105.wmf]b
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 a má v každém bodě intervalu (a,b) derivaci, pak existuje alespoň jeden bod 
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Toto je tzv. Lagrangeova věta o střední hodnotě neboli Lagrangeova věta o přírustku funkce. Pokud jsou předpoklady Lagrangeovy věty splněny, pak v intervalu (a,b) existuje alespoň jeden bod c, v němž je tečna k funkci f(x) rovnoběžná s přímkou vedenou body (a,f(a)) a (b,f(b)). Je zřejmé, že Rollova věta je zvláštním případem věty Lagrangeovy.

Funkce rostoucí a klesající
Má-li funkce f v každém bodě intervalu (a,b) kladnou derivaci, je v tomto intervalu rostoucí. Má-li funkce f v každém bodě intervalu (a,b) zápornou derivaci, je v tomto intervalu klesající.
Intervaly ve kterých je funkce rostoucí a klesající, se nazývají intervaly monotónnosti.

Reálné extrémy
Lokální extrémy funkce

Funkce f má v bodě 
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Platí-li v uvedených nerovnostech rovnost, pak říkáme že funkce má v bodě 
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ostré lokální maximum resp. ostré lokální minimum.
Má-li funkce f v bodě 
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Nechť 
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 různá znaménka, má funkce f v bodě 
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ostrý lokální extrém. Mění-li se znaménka z plus na mínus, má funkce bodě 
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Absolutní extrémy funkce

Říkáme, že funkce 
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Říkáme, že funkce 
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absolutní extrém (resp. ostrý absolutní extrém), právě když má v bodě 
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Funkce konvexní a konkávní
Funkce f, která má derivaci v bodě 
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, leží body grafu funkce f „nad tečnou“ sestrojenou v bodě 
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Funkce f, která má derivaci v bodě 
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Je-li funkce konvexní v každém bodě intervalu I, říkáme, že je konvexní v intervalu I.

Je-li funkce konkávní v každém bodě intervalu I, říkáme, že je konkávní v intervalu I.
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pak je funkce f v bodě  
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pak je funkce f v bodě  
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· Jestliže v každém bodě intervalu I  platí, že 
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pak je funkce f v intervalu I konvexní.
· Jestliže v každém bodě intervalu I  platí, že 
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pak je funkce f v intervalu I konkávní.
Inflexní bod
Nechť funkce f má v bodě 
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derivaci. Přechází-li v tomto bodě graf funkce f z polohy „nad tečnou“ do polohy „pod tečnou“ nebo naopak, nazýváme bod 
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Je-li bod 
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inflexním bodem funkce f a má-li funkce f v tomto bodě druhou derivaci, pak 
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Nechť funkce f má druhou derivaci v každém bodě nějakého δ‑okolí bodu 
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Definiční obor, nulové body
Definiční obor funkce f je množina všech hodnot, pro které je funkce f definována.
Nulové body jsou body ve kterých se funkce 
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Funkce sudá, lichá, periodická

Funkce f(x) je sudá funkce, pokud pro všechna x, pro která je f(x) definováno, je definováno i f(−x) a platí: f(x) = f(−x). To znamená, že graf sudé funkce je symetrický podle osy y.

Funkce f(x) je lichá funkce, pokud pro všechna x, pro která je f(x) definováno, je definováno i f(−x) a platí: f(−x) = −f(x). To znamená, že graf liché funkce je symetrický vůči počátku.

Periodická funkce znamená, že celý graf lze vytvořit pomocí kopírování určité části opakované v pravidelných intervalech. Přesněji řekneme, že funkce f je periodická s periodou t , jestliže f(x + t) = f(x) pro všechny hodnoty x v definiční oblasti f. Neperiodická funkce je taková, která nemá žádnou takovou periodu t > 0.

Asymptoty grafu funkce
Asymptota je přímka ke které se graf funkce přibližuje v 
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Dva druhy asymptot, se:
· Směrnicí: 
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Přímka 
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Přímka o rovnici 
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 je asymptotou se směrnicí grafu funkce f, právě když existují limity 
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Nechť je funkce definovaná v 
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. Přímka o rovnici x = a se nazývá asymptotou bez směrnice grafu funkce f, právě když má funkce f v bodě a aspoň jednu jednostrannou nevlastní limitu.
Průběh funkce

1. Definiční obor
2. Sudost, lichost, periodičnost

3. Body nespojitosti, jednostranné limity v nich a intervaly spojitosti

4. Nulové body funkce a průsečíky s osami

5. Intervaly monotónnosti

6. Intervaly konkávní a konvexní

7. Lokální extrémy

8. Inflexní body

9. asymptoty grafu funkce

10. Graf funkce
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